4. lekcija SLUCAINE VARIJABLE

Uvod: Pojam slucajne varijable i razdiobe vjerojatnosti

Sjetimo se da su ishodi ili elementarni dogadaji upravo oni konkretni dogadaji koji mogu
biti rezultati razmatranog pokusa. Nakon provodenja pokusa, tj. pojavljivanja nekog
ishoda, u pravilu nesto prebrojavamo ili mjerimo (krace, nesto registriramo). Rezultat je
neki broj, ovisno o tomu koji se ishod pojavio. Matematicki se ta aktivnost moZze
predociti funkcijom koja svakom ishodu pridruzZuje neki broj.

Vrijednosti te funkcije ovise o ishodu koji se dogodio. Dakle ta je funkcija definirana na
skupu svih ishoda u pokusu i slu¢ajno (ovisno o ishodu koji se dogodio) postiZe odredene
vrijednosti. Zato se ta funkcija zove slu¢ajnom varijablom. Dakle:

Sluéajna varijabla je funkcija koja svakom ishodu pridruZuje neki realni broj.
Krace:

Slucajna varijabla je funkcija X: S — R, gdje je S skup ishoda u nekom pokusu
OpiSimo Cetiri tipi¢na slucaja pojavljivanja slucajne varijable.

I. U nekom pokusu uo¢imo dogadaj A kojemu je vjerojatnost p. Pokus izvodimo
nezavisno n puta. Slucajna varijabla X registrira koliko se puta pojavio dogadaj A.

II. U fiksiranom vremenskom intervalu u svakom se trenutku moZe, a ne mora, dogoditi
dogadaj A (na primjer, u svakom trenutku na neku adresu moze do¢i poruka). Slucajna
varijabla X registrira broj pojavljivanja dogadaja A unutar tog vremenskog intervala (broj
poruka na toj adresi).

III. U svakom trenutku moZe se, ali ne mora, dogoditi dogadaj A (na primjer, moze stic¢i
poruka na neku adresu). Slucajna varijabla X registrira vrijeme izmedu dvaju uzastopnih
pojavljivanja dogadaja A (izmmedu dviju uzastopnih poruka).

IV. Slucajna varijabla X registrira pogrjesku pri mjerenju neke velicine (ili mjeri neku
masu, temperaturu koja se razvuje u nekom pokusu i sl.)

To ¢e redom biti tipi¢ni primjeri binomne, Poissonove, eksponencjalne, normalne
slucajne varijable. Prve dvije su diskretne, a posljednje dvije kontinuirane
(neprekinute).



Diskretne slucajne varijable.

Binomna razdioba

Razmotrimo primjer I. Imamo p(A) = p, a tada suprotni dogadaj dogadaja A ima
vjerojatnost g=1-p. Vidimo da X moze posti¢i vrijednosti 0,1,2,...,n (dogadaj A moze se
dogoditi ili nikako ili jednom ili dvaput itd. a najviSe n puta). Dakle, skup vrijeednosti od
Xje R(X)={0,1,2,...,n}.

Takoder:

p(X=i) = p(i puta se dogodio dogadaj A, a n-i puta se nije dogodio A)

= (nj p(prvih i puta dogodio se A, a ostalih n-i puta nije se dogodio A)
i

ny N
= (ijp(l—p) :

n
Broj ( j koji se tu pojavljuje kao faktor moZe se shvatiti kao broj nac¢ina na koliko
i

moZemo od n mjesta izabrati i mjesta za dogadaj A. Treba uociti da je taj faktor za i=0,

odnosno za i=n jednak 1. Naime, (gj = (nj =1.

To je bio tipi¢ni primjer binomne razdiobe. Treba uociti da se ta razdioba opisuje
pomocu prirodnog broja n (broj nezavisnih izvodenja pokusa) i realnog broja p izmedu
011 (vjerojatnost pojavljivanja dogadaja A u jednom izvodenju pokusa). Ti brojevi
nazivaju se parametrima razdiobe (treba uociti da je n diskretan, a p kontinuiran
parametar).

Definicija 1. Slucajna varijabla X distribuirana je prema binomnom zakonu s
parametrima n i p, ako je

RO = {0,1,...n} i p(X=i) = ("] pi(1-p)™, ie R(X).
l
Ako je tako pisSemo X~B(n,p).

Uocite da X ovisi o dvama parametrima: diskretnom parametru n i kontinuiranom
parametru p.

Jedno od vaznih svojstava slucajne varijable X je njena ocekivana vrijednost ili
ocekivanje E(X). Intuitivno, to je prosjecna vrijednost koju ta varijabla postiZe. Preciznu
definiciju navest ¢emo poslije.

PokuSajmo problem ocekivanja binomne razdiobe rijesiti zdravorazumski. Podimo od
posebnog primjera kada je

p=1/6 i n=120.

MoZemo smatrati da je X slucajna varijabla koja broji koliko je bilo Sestica pri 120
bacanja kocke. Jasno je da ocekujemo 20 Sestica (jednako kao i petica, Cetvorka itd.).
Dakle
E(X)=20=120:6 =120 -1/6



Analognim zakljuc¢ivanjem dobili bismo:
Ako je X~ B(n,p), onda je E(X) = np.

Primjer 1. Bacamo kocku 6 puta.

a) Koliko Sestica o¢ekujemo da ¢emo dobiti?

b) Koliko puta treba baciti kocku pa da vjerojatnost da bude bar jedna Sestica bude veca
od 0.5?

Ako slucajna varijabla registrira broj Sestica, onda je X=B(6,1/6).

a) Ocekivani broj Sestica upravo je oCekivanje slucajne varijable X, dakle
E(X)=6-1/6=1.

b) Pretpostavimo da kocku treba baciti n puta. Zadatak se moze zapisati kao:
p(X=1) =20.5.

Medutim:
p(X 2 1)=1-p(X=0)

=1-(5/6)".

Dakle, mora biti:

1-(5/6)">0.5

odakle se dobije n=>4.

Primjer 2. Bacamo nov¢i¢ 3 puta. Slucajna varijabla X registrira koliko se puta pojavio
P (pismo). ZapiSimo X.

X je binomna slucajna varijabla, odnosno X ima binomnu razdiobu s paramaetrima n=3
i p=1/2 (dakleiq=1/2). Zatoje R(X)={0,1,2,3}. A vjerojatnosti su:

PR BRSO (AT S B RSN |
p(X—O)—(E) =3 p(X=1)= (J( 2) ( 2) =3 =p(X=2) 1 p(X—3)—8-

Razdiobu vjerojatnosti krace zapisujemo kao

p(X=0) = 1/8
p(X=1) = 3/8
p(X=2) = 3/8
p(X =3) = 1/8

To se krace zapisuje kao:

0O 1 2 3
1/8 3/8 3/8 1/8

U gornjem su redu tablice vrijednosti koje sluCajna varijabla postize, a u donjem dijelu
vjerojatnosti s kojima se te vrijednosti postiZzu. Treba uociti da je zbroj brojeva u drugom
redu jednak 1. To je zato $to je ukupna vjerojatnost 1 (dogadaji [X=0], [X=1],
[X=2],[X=3] medusobno se iskljucuju i zbroj im je sigurni dogadaj).

KaZemo da je tom tablicom zadana slu¢ajna varijabla X.



Tocnije, tom je tablicom zadana razdioba vjerojatnosti slucajne varijable X, tj. zadane
su vjerojatnosti s kojima slucajna varijabla X postiZe pojedine vrijednosti.

n . .
Opéenito, s brojevima p(X=i) = ( ,jp‘(l—p)“'l, i=0,1,...,n zadana je razdioba

i

vjerojatnosti binomne slucajne varijable X~B(n,p) pa se govori o binomnoj razdiobi.

Poissonova razdioba.
Razmotrimo sad tipi¢ni primjer II. Podsjetimo se:

II. U fiksiranom vremenskom intervalu u svakom se trenutku moZze, a ne mora, dogoditi
dogadaj A (na primjer, u svakom trenutku na neku adresu moze do¢i poruka). Slucajna
varijabla X registrira broj pojavljivanja dogadaja A unutar tog vremenskog intervala (broj
poruka na toj adresi).

Intuitivno je jasno da treba postojati parameter prema kojemu e se razlikovati razlicite
adrese, odnosno razdioba vjerojatnosti na njima. Najjednostavniji takav parameter je
prosjecan broj poruka a na adresi (to ¢e biti ocekivanje slucajne varijable X).

Binomna razdioba primjer je diskretne razdiobe s konacno mnogo vrijednosti.
Poissonova razdioba takoder je diskretna, medutim prima beskona¢no mnogo
(prebrojivo) vrijednosti. To¢nije, R(X) ={0,1,2,3,...}.

U proSirenim lekcijama ima izvod za vjerojatnost da bude to¢no odredjeni broj poruka.
Pokazuje se da u idealnim uvjetima vrijedi p(X=i) = e™a'/i!. To je osnova za definiranje
Poissonove razdiobe.

Definicija 2. KaZzemo da je diskretna slu¢ajna varijabla X distribuirana prema Poissonovu
zakonu s parametrom a>0, ako je:

1. RX)=1{0,1,2,...}

2. p(X=i)=e™a'i!, i=0,1,2,3,...

Ako je tako piSemo X~P(a).

Uocite da ta razdioba ovisi samo o jednom parametru (za razliku od binomne razdiobe
koja ovisi o dvama parametrima).

Zadatak 1. Pokazite da je p(X=0)+p(X=1)+p(X=2)+... =1.

Uputa: Koristite se formulom za razvoj u red eksponencijalne funkcije.



Poissonova se razdioba pojavljuje na primjer kod slu¢ajnih varijabla koje broje broj
poziva u jedinici vremena na nekoj telefonskoj centrali, broj ulaza na neku adresu, broj
kvarova na nekom sloZenom uredaju i sl. Primjenu Poissonove razdiobe pokazujemo na
nekoliko primjera.

Primjer 3. ProsjeCan broj poziva u minuti na nekoj telefonskoj centrali je 8. Odredite
vjerojatnost da na toj centrali u nekoj minuti bude:

a) najviSe 8 poziva,

b) izmedu 51 10 poziva,

¢) barem 5 poziva

Prije rjeSavanja pokusSajte procijeniti ove vjerojatnosti odoka.

Da bismo rijesili zadatak, moramo prihvatiti jedan dogovor, a to je da se broj poziva
ponasa prema Poissonovu zakonu. Ako je tako, onda je slu¢ajna varijabla X koja
registrira broj poziva u minuti na toj centrali, Poissonova s parametrom a=8 (naime,
parametar a je oCekivanje, a ocekivanje odgovara prosjecnom broju poziva, odnosno
prosjecnoj vrijednosti Sto je postize ta sluCajna varijabla). Sad se pitanja mogu formulirati
ovako:

a) p(X<8)=po+pi+...+ps=e (1+8/1! +8%/2! +...+8"/8!) =0.5925 (na 4 decimalna
mjesta)

¢) p(5<X<10) = pe+pr+ps+po = € (8%/6! +...+8°/9)= 0.4168

d) p(X>4)=1-p(X <4)=1-po-p1-p2-p3-p+=0.9004.

Zadatak 2. Predpostavimo da netko dobije prosjecno 3 poruke na sat.

(a) Koliko je puta vjerojatnije da tijekom sata dode jedna poruka od toga da ne dode ni
jedna?

(b) Koji je najvjerojatnij broj poruka u jednom satu i koja mu je vjerojatnost.

(c) Kontroliranjem u 1000 sati dobiveni su rezultati o broju poruka. U koliko odprilike
od tih 1000 sati nece biti ni jednog poziva, u koliko ¢e biti to¢no jedan poziv itd.

Napomena.

1. Tako je vjerojatnosti Poissonove razdiobe lakse racunati nego binomne i ovdje je Cesto
dobro koristiti rekurzivnu formulu koju je lako izvesti:
pis1/pi = a/(i+1).

2. Moze se pokazati da Poissonova razdioba nastaje kao limes binomnih razdioba kod
kojih parametar n teZi u beskonac¢nost, a umnozak np je stalan broj. Tada taj niz
razdioba (tj. njihovih vrijednosti 1 pripadnih vjerojatnosti) teZi upravo k razdiobi
P(np). Drugim rijeCima, ako Zelimo tako dobiti razdiobu P(a), onda parametar n



redom uzima vrijednosti 2,3,4,..., a, parametar p redom uzima vrijednosti a/2, a/3,
a/4,....

Zato se nekada Poissonova razdioba koristi za aproksimaciju binomne (jer za dosta
veliki n 1 ne prevelik np, vjerojatnosti mozemo racunati kao kod Poissonove
razdiobe).

Definicija diskretne slu¢ajne varijable
Na osnovi razmatranih primjera uvodimo sljede¢u definiciju.

Diskretna slucajna varijabla jest slu¢ajna varijabla kojoj je skup vrijednosti
konacan ili beskonac¢an prebrojiv.

Drugim rijecima slucajna varijabla X je diskretna ako je

R(X) = {x1,X2,X3,...,Xn } ili R(X) = {x1,X2,X3,...}

Dogadaji [X=x;] ¢ine potpun skup dogadaja. To znaci da se oni medusobno iskljucuju i
da je suma njihovih vjerojatnosti 1:

> pX=x)) = 1.

Ako oznac¢imo:

pi = p(X=xi),
onda se razdioba vjerojatnosti slucajne diskretne varijable X moze zapisati kao:

x1 x2 x3 Xn
pl p2 p3 pn

ako je skup vrijednosti kona¢an, odnosno kao:

x1 x2 x3.....

pl p2 p3....
ako je skup vrijednosti beskonacan prebrojiv.

Navedime primjere dviju diskretnih razdioba koje nisu ni binomne ni Poissonove.

Primjer 4. (Jednolika diskretna razdioba). To je razdioba koja prima konacan skup
vrijednosti, a svaku vrijednost s jednakom vjerojatnos¢u. Op¢i oblik te razdiobe je:

X1 X2 eeeeieenn Xn

Im 1/m ......... I/n
Na primjer, u pokusu bacanja kocke jedan put, slucajna varijabla X koja registrira
rezultat je jednoliko distribuirana. Njena je razdioba:

1 2 3 4 5 6



/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Primjer 5. Bacamo kocku dok se ne pojavi broj 6. Slucajna varijabla X registrira broj
bacanja. Odredimo razdiobu vjerojatnosti od X.

To je pokus s beskonacno mnogo, ali prebrojivo ishoda. Slu¢ajna varijabla X primjer je
sluajne varijable koja poprima beskonacno mnogo (ali prebrojivo) vrijednosti:
RX)=N={1,2,34,...}.

Izracunajmo nekoliko pocetnih vjerojatnosti:

p(X=1) = p(prvi put 6) = 1/6

p(X=2) = p(prvi put nije 6, drugi put 6) = 5/61/6

p(X=3) = p(prva dva puta nije 6, tre¢i put 6) = (5/6)*1/6
p(X=4) = p(prva tri puta nije 6, etvrti put 6) = (5/6)°1/6.

Zato je razdioba vjerojatnosti slucajne varijable X:

1 2 3 4 Deveeennn
1/6 5/61/6 (5/6)*1/6  (5/6)°1/6......(5/6)"'1/6.....

Koriste¢i se formulom za sumu beskona¢nog reda moZemo provjeriti da je zbroj
vjerojatnosti zaista jednak 1.

1/6 +5/61/6 +(5/6)*1/6 +(5/6)°1/6+...= 1/6(1+5/6+(5/6)*+(5/6)° +...)
:1/6%
1-=
6

=1.

Ocekivanje i varijanca diskretne slu¢ajne varijable

Sad ¢emo matematicki precizno definirati ocekivanje diskretne sluajne varijable prema
uzoru na aritmeticku sredinu uzorka, i varijancu prema uzoru na varijancu uzorka.
Razdioba slucajne varijable moze se graficki predociti tockama pravca (vrijednosti
slucajne varijable) nad kojima su podignuti Stapovi kojma su visine pripadne
vjerojatnosti.

Graficki prikazi diskretnih slucajnih varijabla podsjec¢aju na sustav materijalnih
destica na pravcu.

Podsjetimo se:

sustav materijalnih Cestica na pravcu ¢ine Cestice masa my,m,,...,m, smjestene u
tockama pravca s koordinatama xy,X,...,Xp.

To se kra¢e moze zapisati kao (x;,m;),(X,my),...(Xy,my).

Pri razmatranju sustava Cestica uobicajeno je definirati ukupnu masu



m = mp+mp+...+m,

i relativne mase, brojeve:

m;/m, my/m,...,my,/m.

Treba uociti da je zbroj relativnih masa 1:

m/m+my/m+...+my/m = (m;+my+...+m,)/m

=m/m
=1.
Zato je tablicom
X1 X2 Xn
m;/m my/m m,/m

zadana razdioba vjerojatnosti.

Obratno, svaka razdioba vjerojatnosti diskretne slu¢ajne varijable zadaje neki sustav
Cestica na pravcu (kojemu je ukupna masa 1).

Pri toj korespondenciji, vjerojatnosti p;=p(X=Xx;) korespondiraju relativnim masama mi/m.

Dvije temeljne karakteristike (znacajke) sustava Cestica jesu njegovo teZiSte i moment
inercije oko tezista. Sjetimo se koordinate tezista:

X7 =( X1m+Xomo+. .. +X,Myy/m
= Xym/m+xomy/m+. . . +x,m,/m.

Analogno teZiStu sustava Cestica (odnosno aritmetic¢koj sredini uzorka) definira se
ocekivanje slucajne varijable X kojoj je razdioba vjerojatnosti zadana tablicom

X1 X2 X3 Xn

p1 p2 p3 Pn

E(X) = X1p1+Xopat. ..+ XnPn

Ako diskretna slucajna varijabla postize beskonacno mnogo, ali prebrojivo vrijednosti,
ocekivanje se definira analogno:

E(X) :=x1p1+xopa+X3p3+...

To je beskona¢ni red i moZe se dogoditi da divergira (ili da konvergira, ali ne
konvergira apsolutno). Tada sluc¢ajna varijabla nema ocekivanja (odnosno pripadni
sustav Cestica nema teZziste).

Primjer 6. PokaZimo: ako je X~P(a), onda je E(X)=a.

UvrStavajuci u formulu:

E(X) = XoPo + X1p1+...+Xipit...

xi=1, p;=e™ali!, dobit ¢emo:

E(X) = ¢?(0-a%0! + 1-a'/1! +2-a*/21+.. +i-a'/il+...)



=e™ a(l+a'/11+a*/21+..))
=e¢ae’
=a.

Ako je X~P(a), onda je E(X) = a.

Primjer 7. Bacamo kocku dok se ne pojavi 6. Slu¢ajna varijabla X registrira broj
bacanja. IzraCunajmo E(X).

Ta slucajna varijabla postize beskona¢no mnogo, ali prebrojivo vrijednosti; vidjeli smo
da ima sljedecu razdiobu:

1 2 3 4 Deveeennn
1/6 5/61/6 (5/6)*1/6  (5/6)°1/6......(5/6)"'1/6...

Prije racunanja pokuSajmo predvidjeti ocekivanje. Intuitivno, zbog ravnopravnosti
brojeva 1,2,3,4,5,6 ocekujemo da ¢e se u 6 bacanja pojaviti jednom pojaviti 6 (sli¢no je
za ostale brojeve). Provjerimo to predvidanje racunom. Koristit ¢emo se formulom:

142x43x 7+ +. .= 1/(1-x)*,  -1<x<1.
Ta se formula dobije deriviranjem formule za zbroj geometrijskog reda:
lx+x2+xC+x . = 1/1-x, -1<x<l1.

E(X) = 1-1/6+ 2-5/61/6+3-(5/6)°1/6+ 4- (5/6)°1/6+...+n- (5/6) ' 1/6+. ..
=1/6(1+2-5/6+3-(5/6)* +4-(5/6)*+. ..+n-(5/6)"'+...)
=1/6-1/(1-5/6)*
=6 (kako smo i predvidjeli).

Varijanca slucajne varijable.

Vratimo se na sustav ¢estica na pravcu. Sjetimo se momenta inercije oko tezista tog
sustava.

It = (X1-X7) My +(Xo-X1) Mot . .+H(Xy-X1) My,

Prema uzoru na tu formulu (odnosno na varijancu uzorka), definiramo disperziju iliti
varijancu V(X) diskretne slucajne varijable X (odnosno razdiobe vjerojatnosti slu¢ajne
vjerojatnosti):

V(X) := (x1-E(X))*p1+(x2-E(X))’pa+ ..+ (x-E(X))*Pn.

Ako X postize beskona¢no mnogo (ali prebrojivo) vrijednosti, taj je red beskonacan i
moze biti divergentan (tada razdioba vjerojatnosti nema varijancu, odnosno pripadni
sustav Cestica nema moment inercije).

Treba uociti da je varijanca V(X) pozitivna i da moze biti 0 ako i samo ako postiZze samo
jednu vrijednost (s vjerojatnoscu 1).



Za racunanje varijance katkad je jednostavnija formula:

VX) = (x12p1+xz2p2+. . .+xn2pn) - E2(X)

(sli¢no je ako je R(X) beskonacan, prebrojiv skup). Tu je EZ(X) kra¢a oznaka za ((E(X))z.
Zadatak 3. Izvedite gornju formulu.

Primjer 8. Bacamo nov¢i¢ 2 puta. Slucajna varijabla X registrira koliko puta se pojavio
P. Izracunajmo varijancu od X.

Vidjeli smo da X ima sljedecu razdiobu vjerojatnosti:
o 1 2 3
1/8 3/8 3/8 1/8

idaje E(X)=1.5.

V(X) = (0-1.5)*1/8+(1-1.5)*3/8+(2-1.5)*3/8+(3-1.5)*1/8
= 2.25-1/8+0.25-3/8+0.25-3/842.25-1/8
= 0.75

To ¢emo izracunati i pomocu druge formule.

V(X) = 0% 1/8+1%-3/8+22-3/8+3%1/8 - 1.5°
=3-2.25=0.75.

Moment inercije je mjera disperzije masa u odnosu na teZziste; $to je masa
koncentriranija uz teZiSte, moment inercije je manji i obratno. Analogno tome, varijanca
slucajne varijable je mjera disperzije (rasprSenosti) vjerojatnosti u odnosu na ocekivanje;
Sto je vjerojatnost koncentriranija uz ocekivanje, varijanca je manja i obratno.

Primjer 9. IzraCunajmo ocekivanje i varijancu diskretne jednolike razdiobe.

Ako zadrZzimo oznake kao do sada, dobit ¢emo:

E(X)= (x1+X5...+X,)/n,

V(X)=( X142 +. . 4%y )-((X14Xs. . .+X,)/n)

Ocekivanje i varijanca binomne i Poissonove razdiobe.

Ocekivanje smo ve¢ raCunali. Moze se pokazati da vrijedi.

Ako je X~B(n,p), onda je E(X)=np i V(X)=npq.

Ako je X~P(a),onda je E(X)=a i V(X)=a.
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